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Równania o różniczkach częściowych pozostają do tćj pory najważniejszćm a dziś jeszcze w zupeł- 
ności nierozwiązanem zadaniem Analizy. Wszelki postęp jaki nauka na tćj drodze uczynić może 
pominiętym być nie powinien : każde nieledwie nowe równanie zcałkowane pociąga za sobą rozwią- 
zanie całego szeregu zadań Mechaniki, Fizyki, Geometryi, wstrzymane niedostatkiem ogólnych metod 
całkowania tego rodzaju równań. 

Zadania Mechaniki i będącćj dalszćm jéj zastosowaniem Fizyki Matematycznćj sprowadzają się 
zwykle do układu równań zwanych jednoczesnemi (simultanées); jeżeli liczba zmiennych wchodzących 
w te równania jest o jedność większą niż liczba równań, w takim razie jedna z tych zmiennych może 
być wziętą za zmiennę niezależną, inne będą jćj funkcyami, a zadanie zostanie sprowadzonćm do 
zcałkowania równania o jednćj zmiennćj niezależnćj takiego rzędu jaka jest liczba równań, ża pomocą 
znanych sposobów Rachunku całkowego. 

Jeżeli liczba zmiennych wchodzących w układ równań jednoczesnych przewyższa liczbę równań 
o więcój niż o jedność, zadanie zostaje więcćj złożonóm : zadanie to jest przedmiotem pierwszćj 
części ninićjszego artykułu. Było już ono traktowanćm przez wielu pierwszorzędnych uczonych: JACOBI 
podał w nieśmiertelnćj swćj pracy o równaniach różniczkowych twierdzenie (') którego wnioskiem 
jest sposób całkowania powyższego rodzaju równań w pewnych przypadkach. P. CLeBsca także. 


() Metoda novus aequationum di/ferentialium partialium inter numerum variabilium quemcunque propositas inte- 
grandi. W Dzienniku Cnette'go (wydawanym w dalszym ciągu przez p. Borchardta w Berlinie, p. t. Journal fùr die 
reine und angevandte Mathematik) tom 60ty. 
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dotknął pierwszćj części tego zadania (*) przy okoliczności innego zadania, zwanego zadaniem Pfafta. 
Równocześnie BOOLE, znakomity matematyk angielski, podał te same prawie wypadki odmiennym 
nieco sposobem (°). 


Stosujae metodę Jakobiego do ogólnie postawionego zadania, otrzymałem kilka twierdzeń, które 
w bardzo prosty, odrazu zastosować się dający sposób, rozwiązują je we wszystkich przypadkach 
w których rozwiązanie to można sprowadzić do równań różniczkowych zwyczajnych. Gdy już praca 
ta ukończoną i kilku uczonym francuzkim komanikowaną była, w rok późnićj P. GLeBscn ogłosił zasto- 
sowanie tójże metody Jakobiego, do tegoż samego zadania (*). Odmienna nieco drogą dochodzi on 
do tych samych prawie wypadków: podaję jednak swoje w pierwotnćj całości, bo droga jakićj użyłem 
zdaje mi się naturalnićjszą i przystępnićjszą; pozostaje przytem parę nowych twierdzeń, a wszystko 
służyć może jako wstęp do drugićj części tego artykułu. 

W tćj drugićj części, stosuję otrzymane wypadki do równań różniczkowych częściowych wyższych 
rzędów od pierwszego; zastostosowania tego nie znalazłem w powyżćj wymienionych pracach : 
podaję je więc jako zupełnie nowe. - 


I 


Równania różniczkowe jednoczesne o jakićjkolwiek liczbie zmiennych. 
Własności tych równań. Równania linijne równoczesne o pochodnych częściowych. 
Twierdzenia ogółne. 


W zasadach rachunku całkowego, nazywają zwykle «całką » układu równań jednoczesnych, wszelką 
funkcję zmiennych w nie wchodzących, która zrównana stałój dowolnćj czyni zadosyć układowi 
danemn. Jeżeli układ dany składa sięz m równań różniczkowych o m-+4 zmiennych, wiemy, że 
można zawsze znaleść m funkcyj niezależnych jedna od drugićj, z których każdą zrównawszy stałćj 
dowolnćj, utworzymy układ równań zwany «układem całkowym» układu różniczkowego danego. 
Układ ten jest jedynym w tém znaczeniu że wszelka całka układu różniczkowego danego, jeżeh nie wchodzi 
wprost w układ całkowy, jest przynajmnićj funkcya m funkcyj niezależnych składających ten ostatni układ. 
W układzie całkowym znajduje się więc zawsze tyle funkcyj niezależnych ile jest równań w układzie 
różniczkowym danym, i nie może ich być więcćj. 

Wiemy nadto, źe każda z funkcyj składających układ całkowy czyni zadosyć równaniu linijnemu 
o różniezkach częściowych, w któróm każdaz m-+1 zmiennych wchodzących w układ dany jest 
uważaną za zmiennę niezależną; i odwrotnie, każda funkcya tych m-++1 zmiennych która czyni 
zadosyć równaniu różniczkowemu częściowemu powyższemu, stanowi koniecznie, zrównana stałćj, 
jedno z równań układu całkowego. Można więc powiedzić, że układ jednoczesny dany jest równoważnym 
równaniu o różniczkach częściowych linijnemu i pierwszego rzędu, ponieważ obadwa mają za rozwią- 
zania też same fumkeje stanowiące ukłwł całkowy i nie maja innych rozwiązań. We wszystkiem co 
poprzedza przypuszczamy że liczba zmiennych przewyższa o jedność liczbę równań układu różniezko- 
wego danego. 


a (*) Ueber das Pfaffsche Problem. Dziennik Cree’ go, tom Gł. 


©) On the Differential Equations. Philosophical Transactions na rok 1862; jako też w dziele : Treatise on Dife- 
rential equations by G. Boore. Supplementary vołume, p. 74. 


Ë) Ueber die simultane Integration linearer part. Differentialgleichungen w Dzienniku CnzLre'go tom 65. 
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Weźmy teraz pod uwagę układ m równań jednoczesnych o m+n zmiennych. Nie można wnieść 
w ogólność że uważając n z tych zmiennych za zmienne niezałeżne, układ ten pociągnie za sobą 
układ m równań całkowych którenby pozwolił wyznaczyć m z tych zmiennych w funkcyi n pozo- 
stałych i m stałych dowolnych. Istnienie m równań całkowych układu m równań różniczkowych 
o m+n zmiennych wymaga pewnych warunków, podobnych do tych, jakie zachodzić muszą 
pomiędzy spółczynnikami wyrażenia różniczkowego o wielu zmiennych ażeby wyrażenie to było 
różniczką zupełną pewnćj funkcyi. Zobaczymy poniżćj że może wypaść liczba równań całkowych 
mniejsza od m, lub nawet że układ dany nie przypuszcza żadnego układu całkowego, 

Aby wyznaczyć warunki tych rozmaitych przypadków, jako też dla wyprowadzenia z tych warunków 
wniosków tyczących się ostatecznego zcałkowania układu, przekształcimy układ jednoczesny dany na 
układ jednoczesny o różniczkach częściowych, linijny i pierwszego stopnia, następnie zastosujemy do 
tego ostalniego układu piękną metodę Jakobiego, którą znakomity ten matematyk stworzył dla 
szczególnego przypadku w jakim układ ten, sam wyraża warunki całkowalności, lecz którą złatwością 
rozciągnąć można do wszelkiego przypadku układu linijnego względem pochodnych jednćj i tćj samćj 
funkcyi, jak to widać z łatwością z ogólności twierdzenia zasadniczego na którem Jacobi gruntuje swą 
metodę. | 

Będziemy tu tylko brali pod uwagę układy, w których różniczki wchodzą w pierwszym stopniu : 
zastrzeżenie to byłoby zbytecznóm w przypadku równań jednoczesnych, w których liczba zmiennych 
przewyższałaby o jedność liczbę równań, wiemy bowiem że taki układ może być zawsze sprowadzonym 
do układa linijnego pierwszego rzędu "se różniczek. Lecz w przypadku, któróm się zajmujemy 
nie zawsze to może mieć miejsce. 


Niech będzie więc układ m równań o mn zmiennych; stosownie do uczynionego dopiero co 
zastrzeżenia, możemy go rozwiązać co do m różniczek i przedstawić pod następującym kształtem 
do Zd dia 4 + b dEn E APR 7 TydTmu 
dr = (dcp zy H dądtmęg + ... + Tądemtu 


dt EQ dg, © dpdlm gą E ... FTmdtmin 


Spółczynniki a, ... am Öp... bw, ry ...r„ mogą być funkcyami jakiemikolwiek wszystkich 
„zmiennych £,, £,... Zu; Enz; ++. Zmẹne Przypuśćmy że układ ten ma pewną całkę, i oznaczmy 
ja przez 

Vèi Tis ... my mtp ++- Tat) FG 


gdzie © oznacza stałą dowolną. Różniczkując otrzymamy 


AA +... + 
Ta 


(2) p zę de + ddzin Z0 


zę 


a podstawiając wyrażenia różniczek dr, dc... d£m z (1), wypadnie równanie: 


dV dV òV dV ir 
aa ZI A > «a Hamy Tmt 
1 2 CI m 
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Lecz zmienne Zm, m,n SAtu uważane jako zmienne niezależne : tożsamość więc powyższa 
wymaga równości zeru spółczynników różniczek tych zmiennych i pociąga za sobą układ 


NJ dV dV dV 


— +0, — +... H aln me E= 
opu A 1) 1 YA i NO 
dV dV dV d 
maS E E EAE LE, 
(3) Lm ką Z, T Lm 
dV dV dV dV 
tn t o + bn 0 
ETm+n er, Olą Mim 


n równań linijnych o pochodnych częściowych jednćj i tej samćj funkcyi V względem wszystkich 
zmiennych 25, ...- Zm, Tm, «... Tmęne 

Jednakże pochodne wziętę względem n ostatnich zmiennych Zn;p ... &m+n Wchodzą tylko raz 
każda w inne równanie tego układu i ze spółczynnikiem równym jedności. Mamy więc następujące 


TWIERDZENIE. Niech będzie układ m równań jednoczesnych o różniczkach zwyczajnych w 1% stopniu 
m + n zmieńnych, sprowadzony do kształtu (1) przez rozwiązanie względem m którychkolwiek różni- 
czek : wszelkie równanie całkowe V =C tego układu jest rozwiązaniem jednoczesnóm równań układu (3), 
linijnych o pochodnych częściowych wszystkich zmiennych, mających też same spółczynniki co układ dany, 
lecz inaczéj rozłożone. 

Prawo spółczynników jest widoczne, porównywając układ (1) i (3) widzimy, że mając jeden 
z nich, możemy bezpośrednio ułożyć drugi. 

Twierdzenie odwrotne ma mićjsce jak zobaczemy z łatwością. W samćj rzeczy, dodajmy do siebie 


pierwsze strony równań (3) pomnożywszy je poprzednio przez spółczynniki nieoznaczone 2, u,....g: 
otrzymamy 
J dV dV 
ad: 46 a +... +pz ; 
Tmt CLm+ą (Lm+n 
d 
+ (X, + ub, + ... ws 
dT, 
` 
+ (la, ph + ... +) + 
twą 


(ap + ubn + ... Horn) Ak ==0 


równanie o pochodnych częściowych linijne i pierwszego rzędu, które, jak wiadomo, jest równo- 
ważnóm z układem jednoczesnym 


dog +ą _ dlmta _ — Emin 
lada siec i 
a= de, fa CZA „aj A2. dim 
"Ay + ub, +... +pr, dat ud, +... Hory | Mag ubm +... fm 


Rugując z tego równania spółczynniki nieoznaczone X, u... p otrzymujemy napowrót układ (r. 
Możemy więc wysłowić : 
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TWIERDZENIE ODWROTNE. <Viech będzie układ n równań linijnych i pierwszego rzędu o pochodnych 
jednćj i téj samej funkcyi względem m= n zmiennych, sprowadzony do kszałtu (3) przez rozwiązanie 
tych równań względem n pochodnych : wszelka funkcya będąca rozwiązaniem jednoczesnóm tego układu, 
zrównana stałćj, stanowi jedno z równań całkowych układu m równań jednoczesnych o różniczkach zwy- 
czajnych tychże zmiennych, mających te same spółczynniki co układ dany, lecz inaczćj rozłożone. 

Układy (1) i (3) mogą więc być uważane jako równoważne, gdyż każde równanie całkowe jednego 
z nich jest zarazem rozwiązaniem drugiego, a nie istnieje rozwiązań inych. 

Zakładając n=1 otrzymujemy znane twierdzenia tyczące się równania linijnego o pochodnych 
częściowych i równoważnego z nim układu równań jednoczesnych o pochodnych zwyczajnych. 


II 
Twierdzenie zasadnicze Jakobiego tyczące się odwracania działań różniczkowych. 


« Niech będzie funkcya / zmiennych 2,, £}... c, w liczbie n; załóżmy dla skrócenia 


A[fl=agf +azf+. 1 +; 


: , d 
B= "XT iS 


gdzie a, as... Am, Öis b... bw mogą być jakiemikolwiek funkcyami danemi zmiennych 2, 2, ... z,, 
zaś A[f], B[f| oznaczają znakowania symboliczne wyrażeń -otrzymanych z powyższych działań 
dokonanych na funkcyi f, działań które będziemy nazywali pierwszćm i drugićm. Poddajmy wyra- 
żenie B[/] działaniu pierwszemu, wyrażenie A [/] działaniu drugiemu, i weźmy różnicę dwóch tak 
otrzymanych wyrażeń; powiadam że różnica ta 


A [Bi] —B[AV/]] 


nie będzie zawierać pochodnych drugiego rzędu, lecz będzie miała kształt podobny do poprzedzających a mia- 
nowicie 


N ) 
ef=, tal SEE - 
by Sm: ATq 


W samćj rzeczy, w rozwinięciu wyrażenia 


A [Br] 


ZA będzie pomnożonćm przez a,-—%; zaś — (gdzie i i k są wskaźniki różne) przez a;b, — abi; 


a że drugie wyrażenie otrzymuje się z pierwszego przemieniając A i B (odpowiednio a i b) pomię- 
dzy sobą; że przez tę przemianę spółczynniki powyższe się nie zmieniają; w różnicy, wyrazy o których 
mowa znoszą się nawzajem. Mamy więc wyrażenie wypadkowe 


A [BA] —B[A[(/]]=C[/]. 
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w któróm wyrazem ogólnym drugiej strony jest 


db; IB, M; 

CZE 0, — + 04 + ... +0 
i RY Jr, n Yr, 
Ja; Ja; å Ja; 
Wa, n "IZA 


Zakładając dalój dla skrócenia 
x= ala], także AUJ=A[AIM), 
i w podobny sposób 
B'[f]=B[B-"(/]], Bta = B [at], 
tak że naprzykład wyrażenie 
B"B'B*A' [f] 
otrzymanéar będzie poddając funkeyę / działaniw pierwszema i razy z kołei, tak otrzymany wypadek 


działania drugiemu k razy, potćm znów wypadek działaniu pierwszemu / razy, a wszystko jeszcze 
działaniu drugiemu m razy. To założywszy, przypuśćmy że wyrażenie 


"m M; NA M; 

EG 66 1004 Gli, "7 
_, Ja; da; __ 
b, = kx + b, JE, = 


staje się zerem dla wszelkich wartości ¿ od 1 ażdo n, będziemy mieli dla jakiejkolwiek funkcyi 
danćj tożsamość następującą. 
AB [(]=BAL/1 
'to jest że w takim razie będziemy mogli odwracać pomiędzy sobą dwa powyższe wskazane działania. 
'W ogółności jeżeli 
c[/f1=0, 
wyrażenie | 
B"”A'B*A'[/] 
pozostanie tćm 'samćm, w jakiemkolwiek porządku dokonywać będziemy wskazane działania. Aby 
tego dowieść z całą ścisłością, zauważmy że 
B*A [f]|= B*""BA [/]|=B*"*"AB [/] 

=B* *BAB[/]JEB* *AB*[/] 

=B OBAR [/]=B*"*AB*[/] 

=B*-"BAB' [f]=... = BAB*—' [f] 

= ABr]; 

B*A'[/]=B*AA*"[f]=AB*A*""' [/] 

=AB*"AA"*[/] = AAB*A*"* [f] 

=A?B*AA'"?[/] = A*AB*A*"* [f] 

= ABA [HZ <=AC"ABFT/] 

=A'B'[/], 
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tak że mamy ostatecznie * 
A'BFA'[/] =A'A'BF[f]=A'*'BF[f]=B*A**'|/], 
B"A'B*A' [f] — B"B*A**'f/]==B"**A'*'[/]=A'*'B"**[/] 
co było do dowiedzenia. 
Dotychczas przypuszczaliśmy funkcyę f funkcyą jakąkolwiek. Przypuśćmy teraz że funkcya ta jest 


całką równania 


(W 0= aż rajż +.. -+a t 
n 


to jest że funkcya f sprawdza tożsamość 


A[/]1= 


Jeżeli b, b,...b„ sa funkcyami XX, ... Xu takiemi, że dla każdego wskaźnika i od € do n, mamy 
tożsamość 


b, dh; dh 

= G = A, — + (l, = P - 

0=« iS "ja, * Hilas 
d Ja. 

Ly „4 

NZ AT, JT 


z dowiedzionego twierdzenia wynika, że funkcya 
AA BE REJ 
i. o - 


Jest całką równania (1), i w ogólności funkcya 
B™ [/] 
bedzie także całką tegoż równania. 


W samój rzeczy, aby tak było, dostatecznie jest iżby zachodziła tożsamość 


AB" [/|=0 
lecz że c;=0, więc 
AB" [/]==B"A [f] 
staje się Lożsamościowo zerem wraz A [f]. 


Może się zdarzyć że wyrażenie B [/] staje się samo przez się zerem, lub jest równóm stałój, Jeżeli to 
nie ma miejsca, z jakićjkolwiek całki ę=/ równania 1) można wyprowadzić ingg całkę 9=B|/], 
„ tćj ostatnićj trzecią o=B*[/] it.d., me całkę ọ = B™— [f]. 


Lecz wiemy że równanie (1) może mieć tylko n=1 całek niezależnych od siebie, mamy więc 
twierdzenie następujące : 


Jeżeli mamy 


nadto dla jakiegokolwiek i 


M db; db 

O= a +0 +... + dn 
vr, 70, "OG 

d A ii 

Va E i EE 

JC dr. dEn 
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to pomiędzy ilościami wyrażonemi przez 
f B[/), B*[/], ... B"=*[f] 


zachodzić będą związki algebraiczne jeden lub więcej, w które X,, Xq... Xn nie będą wchodziły wyraźnie. 


III 


Równania jednoczesne o różniczkach zwyczajnych lub częściowych. 


Warunki całkowalności; liczba równań całkowych. 


Zaslosujmy teraz te uwagi do układu (3) (pierwszego ustępu) który przedstawimy według Jako- 
biego za pomocą nawiasów symholicznych, jak następuje : 


<< W AV N 
SE : ria * aT T Mz" 
dy dV dV dy 
BiN ET pA == 
(1) [v] nę 2 3 zy ję z a) bn dEn 
R W 36 dV 
RM= na a e e S 
m 1 2 <wm 


Układ ten jest równoważnym, jakeśmy tego dowiedli w pierwszym ustępie, z układem o różniczkach 
zwyczajnych, 


dz, = a, dëm, + bdn + ... + Tydzn.a 


(U bis) da, = QAE m,y + dędemę + +... + TądZn.n 


dzy =dn dzą s bm dzą a OE wre KOT dzyąn 


Liczba równań pierwszego układu jest n, drugiego m; liczby te dodane dają summę równą liczbie 
wszystkich zmiennych. Równania (1) różnią się od równań twierdzenia Jakobiego, podanych w po- 
przedzającym ustępie tém, że każde z tych równań zawiera nadto wyraz szczególnego rodzaju, który 
się nie powtarza w innych równaniach układu, i ma za spółczynnik jedność. Aby można było roz- 
ciągnąć do tego układu twierdzenie Jakobiego, trzeba dowieść przedewszystkićm że wyraz ten nie 
wpływa na wypadki; to jest, że oznaczając przez 


dV ZONA O dV 
„Di O S PeR 
rL NM) dV dV dV 
K[V]=; +kzz ky + +lnz—=0 
A ery dg cbm 


dwa jakiekolwiek ‘równania układu (1), różnica 
JK [V]— KJ [V] 


może być zawsze wyrażoną linijnie względem pochodnych V iże się staje zerem na mocy dwóch 
powyżćj uważanych równań. 
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Aby tego dowieść, zauważmy, że w różnicy o któréj mowa, wyrazy utworzone przez wyrazy dopeł- 
dY: 7. N 


niające —— i 
J dim +i dLm +k 


, są kształtu 


YV VV 


ÙLm+idTm+k JTm+k JEm+i 


J 
N (>) PRAS PETE (7) 
AE; k AZmżi y ki dTm+k JE; 
———>— k — + Y—— — 


Jim+i Lj NE; Vinir 


dV dk; dV M ) 
DT; DTm+i JT; ATm+: 


wyrazy te znoszą się, tak że możemy napisać 


lub kształtu 


czyli 


JK[V]—KJI[V]J=L[V| 
oznaczając przez 


dV 
dr 


dV dV 
Ta +: aS 
ai 


LIVJ=4 


1 "Jm 


gdzie spółczynnikiem wyrazu ogólnego jest 
4=J [kj] — K [i]. 


Przypuśćmy że spółezynnik ten Z, nie staje się tożsamościowo zerem dla wszelkiego j (nie ma 
przyczyny aby tak było w ogólności) wyrażenie L[V] stanie się zerem na mocy równań danych 


K(VJ=0 i J[VJ=0 


bo L[V] jest tylko kombinacyą różniczkowa wyrażeń K[YV] i J[V]. Mamy więc. 


dV J 
() LVI=4 +4, ZY. „+2 dy =l 
A 


YA ; 2 T 


Równanie to nie może być zreszią kombinacyą algebraiczną równań układu (i), bo z tych ostatnich 
nie moglibyśmy wyrugować nie znajdujących się w (2) wyrazów ze spółczynnikami równemi jedności, 
sposobami algebraicznemi. Przeciwnie, wszelkie inne równanie takie jak (2) pomiędzy temi samemi 


ża AW dN dy ; A ; : A WY 
pochodnemi —; — ... -> którebyśmy byli wstanie wyprowadzić z (1), kombinując inne 
: dx, dT, dEn 


równania tego układu, nie mogłoby być czém inném, jak tylko przekształceniem algebraicznćn: 
równania (2) jeżeli nie tożsamością, bo nie można otrzymać dwóch wartości na tęż samę pochodną 
w funkcyi m—4 pozostałych. Ponieważ wszelka wartość V która sprowadza do zera J[V] 
i K[V], sprowadza także do zera L[V], można powiedzieć że 

Wszelka całka wspólna równań układu (1) jest zarazem całką równania (2). 


Równanie to więc (2) może być dorzuconćm do układu (1), a układ ten nie przestanie być równo- 
ważnym układowi (ibis); a ponieważ (2) ma tylko m—4 całek niezależnych więc i układ (1) lub 
(tbis) może mieć naj vięcéj m— 1 równań całkowych. 


to 
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Podzielmy równanie (2) przez spółczynnik jednćj z pochodnych w nie wchodzących, wyrugujmy 
za pomocą tego równania pochodną o której mowa z równań układu (1) w liczbie n; niech ta 


7 
pochodną będzie naprzykład 2 otrzymamy w ten sposób układ nowy, który przedstawimy 


dEm 
przez 
ý dV dV dV . ; V 
ATYJ=— + 0, — €d, — £... +a —-=0 
[v] T T "A, 
dV dV dV dV 
B [V] = —— +b b, — +b = 
M dEn 105 202, ec | 
43) 41% . . . 
; dV 2V dV òV 
R [V] = — tr mmr — + +r 
[ ] Zman iiz EVA = m YA ; 
dV dV dV dV 
DAD A E aa E N = 
Í ] pi ' dz, 2 J ą m—i eA 


Układ ten zawiera n -+ 4 równań to jest jedno równanie więcéj niż układ (1), lecz jednę pochodna 
o spółezynniku różnym od jedności mnićj, zatćm tylko m— 1 takich pochodnych. 
Z układem (3) uczynimy to samo co z (2) : stosując działanie 
JK [V]— KJ [V] 
otrzymamy równanie linijne 


dV AV dV 


MV] =n m i n *n' =0 
[v] "Dz; "dx, w: NZ, 


a przypuszczając że m, m... Mm, nie stają się łeżsamościowo zerami będziemy mieli nowe 
równanie które będzie musiało być sprawdzonćm przez wszystkie całki wspólne równaniom układu 
(3) azatem (1) i (ibis). Lecz ponieważ to nowe równanie dać może tylko m —2 całek niezależnych, 
układ całkowy układu różniczkowego (1) lub (1bis) może się składać najwięcćj z m—2 równań. 
Używając tego nowego równania, odpowiedniego równaniu (2) do wyrugowania jednćj z pochodnych 


naprzykład pochodnój 


z równań (3), otrzymamy nowy układ równoważny z poprzednienni 


im —4 
lecz zawierający n +2 równań, w które wchodzić będzie tylko m — 2 pochodnych o spółczynnikach 
różnych od jedności, wspólnych tym równaniom. 

Postępując z tym układem jak z (1) i (3), i tak dałćj, dojdziemy w końcu do układu zawierającego 
n-p równań : w każde z nich wehodzić będzie m— p pochodnych o współczynnikach różnych od 
jedności. OQznaczmy dla skrócenia n+ p=v i m—p=u: układ ten możemy przestawić jak 
następuje : 


d I ; 
| av] = M zy AE t E ta — =) 
UEA AT; EA DZA 
AŻ. Ń W 
8M= W. a sy 2% 
(4) 4 Dy a ALy pl" l Na 
| dV dV NA) dy 
| pryi_. © pe. RAJ ERI e 
DU z MARZEC oA 
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Układowi temu odpowiada układ w różniczkach zwyczajnych. 


| dx, = adzy, + ydy, + ... Hp dLa 


(4 bis) $ dz, = OCENE + B.dz,,, = +... Fr Pa dzą,» 


l dip talt pyy H Pydzy + .. . H pada, 


Przypuśćmy że układ (4) jest już takim, że tworząc z dwóch jego którychkolwiek równań jak 


dV V W 
Naga t uje tap to + wgp z 
mó 220). Wa 
KYj=sze= 43 Ró "Sy Ac a 
wyrażenie 
IK[Y]— KIV], 


wyrażenie tostaje się zerem fożsamościowo , to jest niezależnie od funkcyi V, na mocy samych spół- 
czynników, jakiemikolwiekby nie były wyrażenia tworzące A[Vj i I[V] (anie jak w poprzednich 
przypadkach na zasadzie poprzedzających równań). Przedstawiwszy to wyrażenie jak następuje : 


dV NY 
LNW]J="L"KV]K/[V] =), jt wią + wyp 


warunek wymieniony wymaga żeby tożsamościowo było 
y=I [zj — K[y] =0 


dla wszelkich wartości j pomiędzy 1 a xœ. Jeżeli to ma miejsce, na zasadzie wyżćj powiedzianego, 
wszelkie możliwe równanie utworzone na mocy poprzedzających w wiadomy sposób pomiędzy 
pochodnemi funkcyi V względem z2,, 2,... £} będzie tożsamością. Nie może więc istnieć funkcya 
zmiennych 2%, Z: ... c, (pozostałe z sów będąc uważanemi za stałe) któraby zrównana stałćj, dawała 
związek pomiędzy temi zmiennemi. Każda więc ze zmiennych £, 2... z, zależy od pozostałych sów 
tylko na zasadzie u. funkeyj niezależnych jedne od drugich, t.j. które możemy uważać jako zrównane 
stałym dowolnym. Te funkcye tworzę wjęc u równań całkowych układu (4) a wiadomo że nie ma 
ich więcćj. Mamy więc następujące : 


TWIERDZENIE. Mając dany układ (4bis) u. równań jednoczesnych o różniczkach zwyczajnych, lub też 
równoważny z poprzedzającym ukłak (4) v równań równoczesnych Unijnych względem pochodnych częścio- 
wych pewnćj funkcyi, wziętych wzgledem wv zmiennych; jeżeli wszelka kombinacya różniczkowa 
kształtu : 

IK(V] — KITY] 
staje się zerem tożsamościowo na mocy spółczynników, to jest, jeżeli dla wszelkićj wartości j mamy 
It Kty]=", 
układy różniczkowe dane mają odpowiedni układ całkowy złożony z u. równań. 
Twierdzenie odwrotne ma miejsce; to jest : 


http://rcin.org.pl 


12 O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCKH 

Jeżeli układy różniczkowe dane przedstawiaja u. równań całkowych, układ różniczkowy : 

IK[V]— KI[V] 

utworzony z dwóch którychkolwiek równań układu, staje się zerem tożsamościowo, Łt. j. niezależnie od kształtu 
funkcyi V. 

Aby dowieść tego odwrotnego twierdzenia, przypuśćmy żeśmy rozwiązali równania całkowe 
istniejące w liczbie u. co do Z, £}... x, i podstawmy te wartości w spółczynnikach po drugich 
stronach równań (ibis). Drugie te strony będąc różniczkami zupełnemi właśnie na mocy równań 


(ibis) i nie zawierając już zmiennych innych prócz £p, ... 04,4, Muszą czynić zadosyć warunkom 
eałkowalmości. Przedstawmy jedno ztych równań przed podstawieniem, przez 


de; = uzdz,, , + Bjala + ...-+tydru,, +... +zydzy, » +... + gp;dzz,,, 


a po podstawieniu, przez 
dej =azdz, , + BPydzy, H ... +tydzy +... +zydcy a +... H p dE py 


winniśmy mieć : 


Lecz 
mj =P LEA 24 ŻE 
Dlan Alga Ay OTyx Dla Zu» 
NJ d M Je 
= n.. + x, — 
Tux g DZA Ty 
= K [y] 


bo Latis- Tapo MOgA być uważane jako zmienne na mocy p równań całkowych danych : ztąd 
otrzymujemy 


RA = Da y: 
tad deo |'4 
Mamy w podobny sposób 
=> = l [z;] 
a zalém 
Kl= [z] 


co było do dowiedzenia. 

Dowiedliśmy poprzednio że układ (4) lub (4b's) przedstawia ten sam układ całkowy co (1) lub 
(tbis) : wynika ztąd prawidło ogólne następujące : 

Niech będzie danym układ jednoczesny (tbis) m równań o różniczkach zwyczajnych, lub układ równo- 
ważny (1) n równań linijnych o pochodnych częściowych wzgłędem mn zmiennych. Aby wyznaczyć 
liczbę równań układu całkowego, utwórzmy kombinacyę różniczkowa JK |V]—KJ|V]: jeżeli ta kombi- 
nacyja nie jest tożsamością, przedstawia ona nowe równanie lintjne o pochodnych częściowych. Wyrugujmy za 
pomocą tego równania jednę z pochodnych z równań układu (1), dorzućmy nadto to równanie do układu : 
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otrzymamy nowy układ podobny do (), lecz zawierający jedno równanie więcćj. Powtórzmy na tym 
ostatnim układzie działanie powyższe i tak dałćj, aż dojdziemy do układu (4) takiego, żewszelka kombinacya 


1K[V] — KI[V] 


staje sie tożsamością. Liczba równań układu całkowego równa się liczbie wszystkich zmiennych zmnićj- 
szonćj liczbą równań ostatecznego układu (4). 

Zresztą widoczną jest rzeczą, gdyby tożsamość o którćj mowa, miała mićjsce zaraz w układzie 
danym, liczba równań całkowych byłaby równą liczbie równań układu (ibis) o różniczkach zwy- 
czajnych. Przeciwnie, gdyby liczba równań układu ostatecznego, była równą liczbie zmiennych 
w jakim razie równania te przedstawiłyby się pod kształtem 

dV dV dV dV 


——=0, —=0, A Sy = 


NT; NA R NO ATm.n 


nie byłoby innego rozwiązania prócz V=stałćj, to jest, układ dany różniczkowy nie pociągałby 
właściwie za sobą żadnego układu całkowego. Zupełnie podobna tćj ostatnićj okoliczność ma mićjsce 
gdy uważamy różniczkę zupełną funkcyi wielu zmiennych niezależnych : jeżeli wyrażenie tćj ostatnićj 
przez różniczki zmiennych niezależnych nie czyni zadosyć tak zwanym warunkom całkowalności, nie 
istnieje żadna funkcya którćj różniczka zupełna byłaby równą wyrażeniu danemu. W rzeczy samćj, 
zakładając w układzie (1bis) m=1, tożsamość warunkowa o którćj była mowa, sprowadza się 
odrazu do znanych z zasad rachunku całkowego warunków całkowalności różniczek wielu zmiennych 
niezależnych. 


IV 


Całkowanie układów różniczkowych powyżćj uważanych dla których 
udowodnionem zostało istnienie układu całkowego i wyznaczona liczba rówanń 
w układ ten wchodzących. 


Niech będą układy dane (t. j. (1) lub (1bis) poprzedzającego ustępu) sprowadzone powyżćj poda- 
nemi sposobami do układu ((+) w pop. ust.) następującego : 


| dV dV dV dV 
Ai PEAN -+. . -H ta 20 
1[V] 5 > dy Je KA TE ZE ta Fr 


B+ 


d d d 
N R ROR o v 


złożonego z v równań takich że pomiędzy dwoma jakiemikolwiek 


dV dV NY W 
|=" — + — .. yz== 
Ue RL PADRE t I, 
> dV W dV dV 
KtV]=3 ZE? ASCO: ków = 
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zachodzi tożsamość 
IK|V]—KI[V]=0 
którekolwiek z równań układu (1) naprzyład A[V] jest samo w sobie równaniem linijnóm 
pierwszego rzędu o pochodnych częściowych względem u +1 zmiennych : ma więc za rozwiązanie 
u funkcyj zmiennych £, £y... Lapp pozostałe z sów będąc uważanemi za stałe. 
Weźmy jednę z tych funkcyj ę która czyni zadosyć warunkowi 


A [9] =0 
Ponieważ z założenia warunek A5[V] —BAT[V)] jest tożsamością, mamy również 


AB[ę|=0 
i w ogólności 

AB" [5] =0 
co znaczy że funkcye 


pa By], B [9]. -Brip 
są wszystkie funkcyami całkowemi równania 


 A[V]=0 


Lecz równanie to może mieć najwyżćj u funkcyj całkowych od siebie niezależnych : zdarzy się 
więc koniecznie że dla m mnićjszego lub najwyżćj równego u, funkcya B% [o] będzie mogła być 
wyrażoną przez poprzedzające ją funkcye 4, B[ę], B? (4), ... "=! [9] i przez ilości pgn... 0.2 
któreśmy w powyższćm równaniu uważali jako stałe. Będziemy więc mieli koniecznie 


(3) qlm) =p" [ę] =* (9, 9, ph ae AR Taa + - : Dag) 


oznaczając przez skrócenie 
=B], 9=B[f],...gl" V=B""[g], p™ = Brig], 


gdzie m jest zawsze mnićjszćm lub równóm u. Wyrażenie więc (3) będzie całką pierwszego ró- 
wnania układu (1); będzie jego całką również wszelka funkcya ilości 9,9,9', ... 0—9, g(m) w którą 
nie będzie wchodzić wyraźnie żadna ze zmiennych z, £y... Lay Ty 4. 


Zobaczmy teraz czy nie możnaby było uczynić zadość podobną fankcyą zarazem drugiemu równaniu 
układu (1). Funkcya taka, będąca całką wspólną dwóch pierwszych równań tego układu, mieć będzie 
musiała kształt 

F(9,9,9,... GMT, Tay... Ty) 


i czynić zadosyć równaniu 


p NA J JF 
_ + Mię + Roz ho lz =0 
dT, E 


w któróm F jest juź uważanem jako funkcya wszystkich zmiennych %,, «,, ... Sup» Uważając F 
jako fankcyę 9, 9,...g("7—9, Lupo -agy i Odznaczając dla odróżnienia ićj pochodne częściowe 
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w lém oslatnićm sposobie uważania przez zawarcie ich w nawiasach ( ), będziemy mieli 
dF | F| d IF| d% dF \ KZ 
BIFI=|(-— LA poło 8 SE 48. AO Va ARAB 
m (ez) E (5) ATyą c (r) M R (zr) Aya 
4 0 do IF) D JF Jglm—1) ) 
taiat (ę)ig* —* ea) a 


JF Ję JF dF dgln=1) ) 
-+ 6.) (s bz Ie, -+ wj + se. e NACE, dz; j 


(0 Ję JE NJ IF dglm"1) a 
+8] (3 S) + m "pode: + To= Ene = 


co nam da przez wyrzucenie za nawias pochodnych F: 


Bti= (g) + e) 2a (E) P+... + (m) 2” e= 


czyli 
(W OF). OEN _„ MY R 
) se= (5) * bs)** (gp) "+ * (es) * 


spółezynniki tego równania linijnego i piewszego rzędu o pochodnych częściowych nie zawierają 
wyraźnie £ Lay... Lupi wszelkie więc rozwiązanie równania (4) czynić będzie zadosyć żądanym 
warunkom to jest będzie całką wspólną dwóch pierwszych równań układu (1). Równanie (4) spro- 
wadza się do układu jednoczesnego 


dę a g dg =g" dęte) = 


dzy h-+2 dz, +2 


któren znów może być sprowadzonym do równania ms rzędu 


deg ską (: dy dę qami N 


—n A —— ah |... © = 
z pz , KJ Moj ) "+29 © © Wah 
AB TE. dary ) 


Przedstawiwszy pierwszą całkę tego równania (nie będziemy potrzebowali całkować je w zupełności) 
przez 


2 2, m=i, 
H, (4. a | x. ać! PBa + 5 Da | = SłaÓ 
dry, Gy duż; 


otrzymamy 


5) Y=M(qb gops 12 « PITA, Mg a dą 2) 


jako całkę wspólną dwóch pierwszych równań układu (1) szukaną. Tak samo dobrą całką będzie 
wszelka funkeya fukcyi 4 nie zawierająca wyraźnie zmiennych 2 


Gola i 
Weźmy teraz pod uwagę trzecie równanie układu (1) 


a) Ly 14: Tuig 
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Ponieważ z założenia mamy tożsamości 
AG|[V]—GA[V]=0 i 8G|V|—GB[V]=0 


a funkcya y jest całką wspólną dwóch pierwszych równań (1) funkcya G [4] będzie także całką 
tych dwóch równań, podobnie jak w ogólności funkcye 


Giy), ... G [Y]. 


Lecz równania te mają najwyżćj u rozwiązań niezależnych : zdarzy się więc koniecznie że dla w 
równego lub mnićjszego od v, będzie 


yw = G"[y] W [}, Y, v, RT. azs | 


jakoto funkcya W nie będzie zawierać wyraźnie 2, ...,y, Zapp ... Zaza Funkcya ta jest jeszcze 
całką wspólną dwóch pierwszych równań (1) jakoteż' wszelka funkcya funkcyj 4,%,... 4079, W, 
która nie zawiera wyraźnie zmiennych £, 2,... Zx Szukajmy tego rodzaju funkcyi takićj w do- 
datku, żeby czyniła zadosyć trzeciemu z równań (1) tojest G[V]=0. Rozumując jak poprzednio. 
zobaczymy że funkcya szukana musi być rozwiązaniem równania o pochodnych częściowych nastę- 


pujacego 


dF SHN a PBN | 260 
o (a) + (7)*+ 6P)* ++ prz) v= 


lub też całkę równania zwyczajnego różniczkowego ns rzędu 


dy „fs dy dy ZY 
(7) da. =" ( (URZ dzz A daa)’ 
a oznaczając całkę tę przez 
ly dy =] 7) 
n, (4, „SL, S,... ——) ="statć 
2 ( U i i RER- dzą” dze) sia cJ) 


otrzymamy 
=I (p, Y, y, ... p0) 


jako rozwiązanie jednoczesne trzech pierwszych równań układu (1). 

Postępując tak dalćj otrzymamy rozwiązania jednoczesne 4", Żu ,,, y—1, w końcu wszystkich 
v równań (1). To ostatnie rozwiązanie winno być rozwiązaniem równania o pochodnych częściowych 
kształtu 


JF, JF,_ , JF,» è (P1) — 
(8) (=) + (Fa) et. e (ip) 2600 ot J0 


gdzie p jest mnićjszem lub równóm u. Równanie to sprowadza się do układu jednoczesnego 


dB e y 6) á dwit —') 
dris 


=0, =6, a a (E A, 
dzy.» dis 


którego całkowanie sprowadza się do zeałkowania równania ps rzędu 


dPo d de p—1 
(°) =Q OR RL KANE 
ULE aś AŻ» datz! 
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Niech będzie pierwszy całka lego równania 


do do de—! w f 
Eo FL a BB F=B z 


trx O 


gdzie C, oznacza stałą dowolną, będziemy mieli 
(10) VW=(o, ©,..207 9) 


jako rozwiązanie wspólne wszystkim równaniom układu (1). 

Całkując zupełnie równanie (9) otrzymamy widocznie p takich rozwiązań wspólnych, czyli p 
równań całkowych żądanych. 

Lecz z drugićj strony wiadomo że istnieje yu. równań eałkowych układu różniczkowego danego : 
gdyby więc zdarzyło się że p< u, aby dopełnić liczby, trzebaby było się udać do poprzednich równań 
jak A[VF] =0 lub G) lub (6) któreśmy tylko w części rozwiązali i posiłkować się dalszemi rowiąza- 
niami tych równań, zaniechanemi poprzednio. W każdym szczególnym przypadku z łatwością 
dostrzedz można w jaki najprostszy sposób szukać tych rozwiązań dopełniających. 

Zauważmy jeszcze, dla streszczenia wszelkich trudności naszego sposobu, że, dla otrzymania rozwią- 
zania jednoczesnego układu (1), musieliśmy stworzyć v równań pomocniczych takich jak (9), któ- 
rych rzęd nigdy nie jest wyższym od u, które są równaniami o jednćj zmiennćj niezależnćj, i których 
nie żądamy jak tylko pzerwszćj całki (t. j. równania rzędu o jedność niższego). Inne rozwiązania sa 
w ogóle dane przez zupełne rozwiązanie ostatniego z równań o których mowa. 

Oto streszezenie naszego sposobu całkowania : 

„Mech będzie dany układ jednoczesny (1) czyniący zadosyć warunkom (2), bierzemy jedne z całek pier- 
wszego z tych równań, niech bedzie funkcyi g; tworzymy wyrażenia B[z], B*[ę| czyli g,... B" [z] 
czyli gł), aż dojdziemy do 


B [z] = * (ę, g, -. 1-74) 


wyrażenia mogącego być przedstawionem w funkcyt poprzedzajacych nie zawierającego wyraźnie zmiennych 
XpX;... Xm; lecz mogącego zawierać pozoztałe zmienne, przyczem m jest zawsze moićjszóm lub 
równćm u. . 


z astepnie równanie me? rzedu 
Tworzymy naste o rzęd. 


d"o do d'o 


—— = (e W RÓŻ 
EP (dE, (ADAC 


Apa? 


którego pierwsza całka 


u. ( dèy d*—'q 
A a Ua dera 


daje 
Y=1, (5, TE AEE o aia E 
Tworzymy w dalszym ciagu wyrażenia 

=y, 6W=V,... GE 
aż dojdziemy do 


GUY =W( Y, p) 
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gdzie W nie zawiera już wyraźnie X,, Xą... Xyqg, © N jest mnićjszćm lub równóm y. 


Tworzymy równanie n° rzędu 


dy wf, db dy M t) SA 
dr", M (+. da ą sa dze”, E7 S dą”! PO 
którego pierwsza całka 
rody dy A y 
IL (4, —, ——,... ——)=statć 
a(t dtus dy, daz! K 


daje 
E= Ihh, Y, Ys i 407%). 


Postępujemy tak dalćj, aż dojdziemy do równania 


dłu. = t dw Pw gpa e) 
dz 5 dz... ; dry.» NA dze, j 


którego p całek sa p rozwiązaniami wspólnemi układu (1); ` 

Jeżeli p < y. musimy szukać jeszcze rozwiazań dopełniających, tak aby liczba równań całkowych układr 
danego dochodziła do y.. 

PizYkLAD. Jóden przykład wystarczy na pokazanie jak w praktyce postępować należy używając 
powyższego sposobu całkowania. 

Niech będą dane trzy równania jednoczesne o różniczkach zwyczajnych 5ciu zmiennych 


(£ — 1)(dy — du) + (u — y — 2) dr = 0 
(c — 1) (u — 4) dz + (21 — u — y) (u — 1) dr + (2u — t — x) (£ — 4) du = 0 
(u — 1) (dt — dz) + (t + u — 2) du=0. 


Rozwiążmy te równania co do dy, dz, dt: 


. dy zz = "EUT de + du 
dz = ZDDEŚŁGORZZEŻ a. 
c—l u — 4 
ER "NIE lazi. zai. du. 


Układ ten jest równoważnym z układem o pochodnych częściowych : 


W u+y—20V 2dr—u—ydV W 


NW=S"""=l NUT zał OIOM 


dV 0V 2u—t—00V t+u—2 __ 
du | dy u— i D 4 HH 


Z tych dwóch równań utwórzmy kombinacyę 


AB[V]— BA v=) 4 USM 


u—=l c—i 
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ponieważ kombinacya ta nie jest źożsamościowo zerem, mamy układ trzech równań 


INTE = Gl x 4 
"dY ZEW Pzd 
RWE TEMET 
E S+WAV S=40V_ 
m= aa |. 


Tu już widzimy z łatwością że kombinacye AB[V]— BA[V], GA[V]— AG[V], GB[V| — BG[V)], 
są tożsamościowo zerami, a zatém układ dany ma dwa równania całkowe. 

Równanie A[V] =0 uważane jako równanie linijne o pochodnych częściowych względem zmien- 
nych y, z, 4, ma spółezynniki stałe i daje 


dz _z—u dt _1—z 

dy u—1' dy u—i 

> ņt—u „PI. 1—2 
SEE pa ORW 


jako całki. Weźmy pierwszą z nich za 4, to jest 


T— uU 


7 e 0 
hędziemy mieli 
1 
B[y]=—1— =- 
tę] GER $ 
a uż y nie jest zależném od y,z, i £: więc 
1 
gy =p=—l] — . 
Ę u—ł 
Równanie 
ŚJ 
dz u—ł 
daje É 


funkcyę 4 czyniącą zadosyć obu równaniom A [V]=0 i B[V]=0. 
Postępując daléj 


c=l # t—i b 
u=1y! * uoy ea ** 
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Lecz widzimy z łatwością że 


y= Rev y (W + 1) 
a zatóm 
W. CZA; 
i mamy do zcałkowania równanie 
R +1 
dW 214% 4 SSC” a 
du “u—i " nu—l 


Pierwszą całką tego równania jest 
(W + 1) (u—17=C 
a podstawiając za v wartość : 


cy -+tury—c—u—t+|=C. 
Druga całką będzie 


podstawiając za 9 i.za G wartości otrzymamy 
z+y+r+l+u—1=Q. 
Możemy więc przedstawić prościćj dwa równania całkowe układu danego przez 
( z + cy + tu=U 
(cry+z+t+u=0C. 
Opuściliśmy jędnę całkę pierwszego równania A [V |=0, z którćj nie uczyniliśmy żadnego użytku, 


Łatwo sprawdzić że ta całka nie dałaby była żadnego równania całkowego różnego od poprzedza- 
jacych. W samćj rzeczy, przerabiając ją 


a=i= fly, B= k 
=y 


Podstawiając wartość %4, otrzymamy 
cy + tu-—y—t— t —u =C; 


lecz to równanie można wyprowadzić algebraicznie z dwóch równań całkowych otrzymanych powyżéj, 
odejmując poprostu drugie od pierwszego. 
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vV 


Zastosowania do całkowania równań o pochodnych częściowych wyższych 


zrędów według metody Ampera (5. 


Wiadomo że wszelka całka równania o pochodnych częściowych winna zawierać jedną lub więcćj 
funkcyj dowolnych ilości, które już sa funkcyami zmiennych niezależnych. 

Metoda Ampera polega na zastąpieniu jednój lub kilku ze zmiennych niezależnych zachodzących 
w daném równaniu różniczkowóm przez nowe zmienne niezależne (które właśnie są ilościami wcho- 
dzącemi w skład funkcyj dowolnych powyższych); te nowe zmienne niezależne zostają następnie 
wyznaczonemi tak, aby równanie dane rozpadło się na inne równania, w którychby pochodne 
częściowe były brane tylko względem jednćj zmiennćj niezależnćj; równania takie zostają z łatwością 
zeałkowane jak równania zwyczajne. Zwykle równania te są dane przez warunki, którym zadość 
czynić mają dowolne funkcyj całkowych pierwotnych. 


Trudności tego sposobu całkowania można streścić w dwóch punktach : 


1° Liczba funkcyj dowolnych, które mają wchodzić w całkę pierwolną jest w ogólności nieQzna- 
«zona, a zatóm zadanie nie jest dobrze określonóm. Aby obejść w pewnych przynejmnićj razach tę 
trudność, Ampère dowodzi że ile razy całka pierwotna równania o pochodnych częściowych ns» rzędu nie 
zawiera ani szeregów nieskończonych ani całkowań częściowych, winno zawierać n funkcyj dowolnych. 
Ampère nie zajmuje się tylko całkami wyżćj wyszczególnionego gatunku, które nazywa całkami 
pierwszego rodzaju i metoda jego stosuje się tylko wyłącznie do tych ostalnich całek. 


2» Równania do których można sprowadzić za pomocą metody Ampera równanie dane, są w ogóle 
w liczbie albo za wielkićj albo za małćj, albo wreszcie zawierają koniecznie pochodne wzięte względem 
wielu zmiennych, tak że w największćj liczbie przypadków bardzo jest trudno, jeżeli nie niepodobna, 
wyznaczyć za pomocą tych równań wszystkie ilości, których wyznaczenie jest niezbędnóm dla otrzy- 
mania całki ostatecznćj lub nawet tylko pośrednićj równania danego, 

Aby właśnie przezwyciężyć w części tę ostatnią trudność, zamierzamy użyć przestawionćj w poprze- 
dzających ustępach teryi. Może ona w przypadku niedostatecznćj liczby równań, wyznaczyć wszystkie 
mogące być wyprowadzonemi z tych równań równania całkowe, bez względu na inne równania, które 
mogłyby zachodzić lecz pod kształtem nieprzystępnym. Możnaby za pomocą tój teoryi, postawić 
z łatwością konieczne warunki aby Metoda Ampera mogła być zastosowaną, możnaby z samój 
zewnętrznćj formy spółezynników równania danego poznać czy równanie to może mieć całkę 
pośrednią lub nie, i wyznaczyć ją natychmiast w pierwszym razie. 

(o się tyczy równań o pochodnych częściowych pierwszego rzędu, jedna z trudności powyższych 
nie ma mićjsca : wiadomo bowiem że całka takiego równania zawiera koniecznie jednę funkcya 
dowolną i nie zawiera ich więcćj nad jednę. Druga zaś trudność została również usunięta przez pracę 
Lagrange'a, Ampere'a, Cauchego i p. Serret'a z jednćj strony, a przez prace Jakobiego z drugićj. 
Mamy teraz dwie metody zupełnie dokładne całko wanie tego rodzaju równań : na jednę z nich złożyły 
się prace czterech powyżćj wymienionych matematyków, druga zaproponowana przez Pfaffa jest 
utworem Jakobiego. f 


(') Patrz Dziennik Szkoły Politechnicznéj Paryzkićj, zeszyt Ł7ty i t8ty. 
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Lecz już przechodząc do pochodnych częściowych drugiego rzędu, w równaniach zawierających te 
pochodne, napotykamy od razu na wszelkie wymienione powyżćj trudności : od czasu Ampera żaden 
ważnićjszy krok nie został, można powiedzieć, uczynionym w tćj teoryi. 

Weźmiemy pod uwagę jedno z tych równań szczególnićjszego kształtu, równanie nad któróm 
zresztą zeszły się usiłowania najznakomitszych matematyków którzy się tym przedmiotem zajmowali, 
a to z przyczyny ważności zastosowań tego równania do Geometryi i Fizyki matematycznćj, i poka- 
żemy w jaki sposób proponujemy spożytkować poprzednio wyłożone teorye do równań o pochodnych 
wyższych rzędów. 

Użyjemy, dla ułatwienia czytelnikowi, znakowania Ampera, którego metode przypomniemy w kilku 
słowach upraszczając gdzie można dowodzenia. 

Niech będzie równanie 


(1) Hr + 2Ks + Lt + M + N(ri— s) =0 


w którćm, uważając z i y za zmienne niezależne, z za funkcyę tych [zmiennych, oznaczamy dla 
skrócenia 


dz dz dz e m tę 434 J 
p=—, 4==, r=R=V, szPL=M=M, (=: <i 
de dy A dz òzrdy ds dy M dy 


zaś H, K, L, M i N sąjakiemiko!lwiek funkcyami zmiennych z, y i z, mogącemi zawierać nadto 
piq. | 

Niech będzie « pewna funkcya, jeszcze nieoznaczona, zmiennych w i y: weźmy za zmienne 
niezależne z i « i uważajmy y jako funkcyę tych zmiennych; oznaczmy dla odróżnienia pochodne 
częściowe wzięte w tém ostatniem przypuszczeniu, zamykając je w nawiasach ( ), będziemy mieli: 


(2) w (z) 
dx 
d) (2) N N 23. N (7) ) 
z R a PEŁ a EN o e EN N r dak: oal 
=y hA 0a (de) dy (de =(g Jy (iz 
(s: s 


azatém 


È —_([9 Wy 
© s=(%)- (8): 


Wyraziliśmy w ten sposób wszystkie pochodne drugiego rzędu w naszym nowym układzie zmiennych 
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NA 
T) 
dy 
da 
i podstawmy wartości (3) i (4) w równanie (1): opuściwszy nawiasy jako już zbyteczne, otrzymamy 

w WI d WN 
o ifn- +2KM + M— x( H —ak s LN L U) t=0 
NIERYKYJ NY ky” JE 


zważywszy że 


niezależnych © «œ. Zostawmy tymczasowo dla skrócenia pisania £ zamiast jego wartości 


Ponieważ do tój pory nie określiliśmy bynajmnićj w jakisposób « zależy od y i 2 lub co wycho- 
. . . f a . . da J . 
dzi najedno, y od æ i a, załóżmy że funkcya ta nieokreślona jest taką iż z sprowadza drugi na- 
NZ 


„wias ( ] równania (3) do zera. Podstawiajac w ten nawias dla skrócenia wartości (2), (3), (4), 
będziemy mieli 


X N 
(H + No (; £) - 2(K — Naj z! + L + Nr==0 


` DOME 34 
co wymaga aby < miało wartość 
WK 
n dy K — Ns + yK? — HL + MN 
w = = - 
ć JM H+N 


zważywszy iż na zasadzie równania (1) 
Hr + 2Ks + N (rt —s*) =— HL. 


; i a: RE * f wA . dy 
/nosząc mianownik, i podstawiając z równania (3) wartość 2 zamiast s+ 1, otrzymamy : 
or or 


3 d J z zDPPEMMZ LĄ 
d NY +NK NN. 


Pozostała część równania (5), sprowadzona do zera na mocy (6), daje 


HA + +(ek—n ES NY + M=0 


N dr 
a na zasadzie 47, 


d 
wo. NiE + (K yR FALEM) 4 M=. 


Każde z równań (7) i (s) przedstawia dwa równania, stosownie do znaku jaki przyjmiemy przed 
Ana AEE E r ks 2 = WWE A Ph s 
znakiem pierwiastkowym. Znaki wyższe odpowiadają jednćj z wartości I danych przez (6,, znaki 

> 

ba TEET ESE É odłóż d? F 3 A 
niższe drugićj. Nazwijmy jednę z tych wartości (%) a drugą Y to jest, nadajmy naszéj 

dT) a, AL] a, 
lunkcyi nieokreślonéj z dwie wartości a, i æ, z których jedna będzie wyznaczoną przez pierwszą 


d 

- tości: SŁ R dY > z 

z wartości iz” pozostała przez drugą. Aby wyznaczyć z ze znanego z» mamy równanie o po- 
T $ or 
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pochodnych częściowych 


Ju 
-- 


które to równanie nie wyznacza właściwie « lecz tylko funkcyę dowolną x: rozumiemy przez to, że 
jeżeli jakakolwiek wartość podstawiona za x czyni zadosyć temu równaniu, sprawdzonem ono zostaje 
również przez jakąkolwiek funkcyę tój wartości : mamy bowiem, oznaczając tę funkeyę przez /(2): 


fla) Jap, ) Ja 
dg de Nr 
Ma) da , "da A 
PYT Saf (2) 2). 
y Y i 


Z tego wynika, że ilosci klóreśmy nazwali a, i æ, pozostają jeszcze dowolnemi o tyle, że 
w dalszym ciągą będzie nam wolno zastąpić a, przez funkcyę dowolną a, i podobnież x, przez 
funkcyę dowolną z, 


Uczyńmy widocznemi cztery równania (7) i (s) rozdzielając je na dwa układy : w pierwszym 
układzie zmiennemi niezależnemi będą æ i «u. w drugim x i «,. Załóżmy jeszcze dla skrócenia. 


G =K*— HL + MN 


i zgódźmy się uważać yä arylmelycznie : będziemy mieli 


(N 9. +H -5-va 


(10) | NZ W 
<a CZYGI M—=0 
| 1 Ę ), + (x V ) Si SĘ 


€ 
1 


| JE W 
(EDU) y | A , j í 
| z) + (K v6) (52) +M=0. 
4 i Cu 24 E a 


Mamy w ten sposób cztery równania o pochodnych częściowych, do których dołączyć jeszcze 
możemy wiadomy związek 


dz =pdr + gdy 


pomiędzy siedmioma zmiennemi 2, y, 2, p, 9, 4 2,. W równaniach (10) zmienne niezależne nie sa 
te same co w (11): w pierwsze z nich wchodzi bowiem a,, w drugie «,. Możnaby z łatwością spro- 
wadzić je do tychsamych zmiennych niezależnych, lecz kształt ich nie byłby już tak dogodnym, bo 
pochodne nie byłyby brane względem jednćj zmiennćj niezależnój, a przez to równania powyższe 
nie mogłyby być całkowanemi jak równania o różnieczkach zwyczajnych. Mielibyśmy bowiem, 
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zważywszy że 


równania (14) przekształcone na równania: 
w) JB), —2y 5) =o 
|5 (2), + u (2#) | > A 2YG e). 
. NZ dą daj _ JA (Ge). - uży 
[e GE). + va) (2). | (2). 72E (8). (a). 


4/ u 


(11 bis) 


w których zmiennemi niezależnemi są z i «, tak jak w równaniach (10) lecz w których pochodne 
są brane tak względem jednćj, jak względem drugićj z tych zmiennych niezależnych. Zauważmy 
jeszcze mimochodem, że przedstawiając równania (bis) pod kształtem 


Jdą 
0 AY) Jay 
NZ. HL =2yG 4 
du Sa, VG 
Ww 
Jay 
NZ = Mo md 09 
H +(x +ya)¥=2 V05 
de 


irugując N z pierwszego z tych równań za pomocą pierwszego równania (to), otrzymamy na mocy 
drugiego równanie 


któreśmy już byli otrzymali dochodząc do równań (3) i (4). Widzieliśmy przytćm że równanie to jest 
właściwie przekształceniem równania 


biorąc æ i « za zmienne niezależne. Ztąd wynika, że jeżeli będzie można wyciągnąć z tych równań 
wartości p i q w funkcyi 2, y i z, wyrażenie 


dz = pdx + qdy 


będzie różniczką dokładną, która zeałkowana da wartość funkcyi z. 
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„Wróćmy do układów (o) i (11). Dwa te układy mogą być uważane każden z osobna jako układy 
o różniczkach zwyczajnych. Przedstawmy je jednym typem 


z = pdz — gdy 
(12) Ndg + Hdy — (K + yG) de =0 
Hdp + (K æ VG) dą + Mde =0 


gdzie znaki górne i dolne przed VG odpowiadają sobie nawzajem. Biorąc pod uwagę znaki górne, 
stałe dowolne całkowania mają być zastąpione przez funkcye dowolne «,, w razie znaków dolnych, 
przez fankcye dowolne ilości «,. Każdy z tych układów uważany oddzielnie może mieć układ cat- 
kowy złożony najwyżćj z 3 równań : równań tych całkowych może jeszcze istnieć tylko dwa, lub 
jedno, lub nawet może ich nie być żadnego. Zobaczmy do czego nas doprowadzą te różne przypadki 
i jakie ztąd będziemy mogli wyciągnąć wnioski. 

Przypuśćmy że żaden ze spółczynników powyższych równań nie jest zerem. Łatwo będzie zmodydfi- 
kować nasze rozumowania w każdym szczególnym przypadku jednego lub kilku z tych spółczynników 
równych zeru. 


Wyrugujmy dg z dwóch ostatnich równań (12); otrzymamy 
HNdp + (K* — @ + MN) dz — H (K Æ VG) dy =0 
a że 
K’ — G + MN=HL, 
więc 


Ndp — (K œ VG) dy —- Lds =0. 


Zastąpmy tém ostatnićm równaniem ostatnie równanie układu (12), i rozwiążmy następnie ten układ 
eo do dp, dq, dz, otrzymamy: 


EN 
p= gy — zde 
‘ R 
CY dą =— dy + ZS da 


dz =qdy + pdz. 


Gdyby N było zerem, rozwiązaćby należało układ co do innych różniczek jak dp i dą. 


Równanie (t3) równoważnóm jest na mocy tego, cośmy powiedzieli w poprzedzających ustępach, 
układowi jednoczesnemu 


dV KEYGAV HdV „W 


A [V= anr Meia —— a () 
*) M= N p Nidy * 70: 
(14) Ea 
AJ BÓV yE DV 
BIY | == Zw A — = 
M a a a LHR A 


(*) Układ (14) został wprowadzonym z (13) inną drogą przez Bour’a (Patrz Sprawozdanie z posiedzeń Akademii 
Nauk paryzkićj, a mianowicie z posiedzenia 24 Marca 1862 r.). 
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Warunek aby zachodziły trzy równania całkowe zawartym jest w równaniach następujących : 
pew 
pó. —B|=ZE]-0 
N 
sa] 


A [p] — 8B [9] =0. 


To ostatnie równanie staje się 


przez co warunki powyższe stają się po uproszczeniu 
L (ERU 
«[x|-->[x|-" 
(13) BIE 
jA |x| +B [x] =0 
G=0 


Ostatni z tych warunków, mianowicie G=0, pokazuje nam że w razie gdy jest spełnionym, dwa 
układy (12) o których mowa sprowadzają się do jednego, to jest że u, =a,, co zresztą widać także 
z równania (6). Jeżeli nadto dwa pierwsze warunki (iš) zachodzą, za pomocą prawidła podanego 
w ustępie czwartym, otrzymamy trzy równania całkowe kształtu 


fi (£5 y, 2, p, 9) =stałćj, 
fa (2, Y, 3, P, 4) = stałćj, 
fs (£, Y, 2, p, g) = stałćj. 

Stałe, jakeśmy powiedzieli, są funkcyami a, i jak wiadomo, możemy zastąpić jedną z nich przez 
samo «, naprzykład pierwszą : będziemy mieli wówczas, oznaczając przez ę i Y dwie funkcye 
dowolne 

fi (©, Y, 2, p, 9) 22, 
fa (1, Y, 2, p, 9) = 9 (2), 
fs (£, Y, 2, p, 9) ZY(2). 


Podstawiając pierwsze z tych równań w dwa pozostałe, otrzymamy : 


fa (©, Y, z, p, J=+(f0; 
h (z, Y 3» Py q) =y (5). 


równania, z których gdybyśmy wyciągnęli wartości na p i q i podstawiłi w wyrażenie 


(16) 


dz = pdz + qdy, 


otrzymalibyśmy z wfunkcyi x i y przez zwykłe całkowanie. 
Przypuśćmy powtóre że warunki (ıs) nie zachodzą. Stosując do układu 4) sposób podany 
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w ustępie trzecim, musielibyśmy utworzyć równanie 


2YG dV REJ e dV 


PEN AE z N NA DET 
L KEyG])V _ 
-iaf EE = 


r 
wyciągnąć z tego równania jednę z pochodnych naprzykład dj , podstawić ją w dwa równania (14) 


i otrzymać w ten sposób układ trzech równań jednoczesnych o pochodnych częściowych, do których 
zastosowaćby należało znane postępowanie, które wskazałoby warunki istnienia dwóch równań 
catkowych. 

Może się zdarzyć że każden z dwóch układów otrzymanych biorąc kolejno znaki górne i dolne 
przed yG, da dwa równania całkowe kształtu 


fı (t, Y, Zs P, 4) =stałćj , F, (z, Y, 3, Ps q4) = stałćj, 


(17) á Ą 
fs (T, Y, 2, P, q) =stałćj , F,(z, Y, z, p, q) =stałćj. 


Stałe pierwszego układu całkowego są funkcyami «,, stałe drugiego funkcyami a, : co nam da 
w podobny sposób jak poprzednio, dwa równania 


(18) fa (2, Y, 3, p, 0) =} (f) F, (T, y, 3, P, q)=v(F,). 
z których znów wyciągnawszy p i q i podstawiwszy w wyrażenie 


dz =pdz + qdy 


otrzymamy z wfunkcyi p i q przez proste całkowanie. 
Jeżeli jeden tylko z układów wyżćj uważanych jest zdolnym mieć dwa równania całkowe 


fi (T, Y 2, P, q)=« 
f(T, Y 2, p, 1) = (2) 


będziemy mieli podstawiając 
(19) h(t, Y 3, p, 9) 2ę() 


tylko całkę pośrednią równania danego, w któréj 4 oznacza stałą dowolną. Widzimy ztąd, że nasz 
sposób pozwala nam wykazać wprost czy istnieje całka pośrednia, czy nie, i wyznaczyć ją w pierwszym 
razie; możemy także wypisać warunki, którym zadość czynić muszą spółezynniki równania danego, 
aby mogła zachodzić całka pośrednia. 

Wreszcie, w przypadku gdyby układ przedstawiał jedno tylko równanie całkowe, jakkolwiek całka 
pośrednia nie istnieje, z tego równania otrzymanego z łatwością naszemi sposobami, można jeszcze 
dojść w pewnych przypadkach metodą Ampera do całki ostatecznćj. 

Sposób nasz jest szezególnićj dogodnym w razie dość złożonych spółczynników kiedy nie można 
rozpoznać od razu układów całkowalnych : pozwala on iść wprost do celu gdy to jest możebnćm, lub 
uwalnia od bezpotrzebnych ubocznych próbowań, pokazując w jakich razach nie ma co kusić się 
o całkę pośrednią lub ostateczną, gdy takowe nie mogą być otrzymanemi. 
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PRzYkŁAD. Objaśnimy naszą metodę na bardzo prostym przykładzie. 
Niech będzie równanie 


r=gs + ct + c (rt —s) +1=0. 
Mamy tu 


B= k=—g, L=2]6M=hly,N=2t; 
G=K*— HL +MN=1. 


Widzimy z łatwością naprzód, że nie ma trzech równań całkowych, bo G nie jest zerem, następnie 
podstawiając w (44) że znaki wyższe nie mogą dać nam dwóch równań całkowych. 
Drugi układ (14) (biorąc znaki niższe) staje się 


dV 19V 

w” -15 =0=A[V] 
AV AV gdv, dv 

u "ER +p =0=B[V '] 


Ponieważ G niejest zerem, utwórzmy równanie 


dV dV dV 
ABV) — ABY) = — Z + gy + 7 e =(, 


które staje się po uproszczeniu 


ub 
6. Fab Am 
W gV W 


Tu widzimy z łatwością, że warunki całkowalności są sprawdzonemi : isthieje więc całka pośrednia. 
Jest ona niezależną od z, to jest, że z nie wchodzi w nią wyraźnie. 
Ostatnie z powyższych równań daje 
dz =— dp =— 2 d, 
q 
czyli 


z + p= stałéj, qz =stałćj , 
a więc 


v=r+p, pę=zq 
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B [y]==Yv =0, A|ę]=g=—1 
Wa —| o + y=statcj, qr + y — statéj 
ày , PY J y 


a więc 
qe +y=[(p + 2) 


jest całką pośrednią, w którćj f oznacza funkcyę dowolną. 
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